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Jorge Sotomayor**
1. El Elipsoide
Esta historia se inicia en una calurosa noche de octubre de 1970 en R´ıo
de Janeiro. Vı´ctima del insomnio, decid´ı fisgonear los libros que mi espo-
sa hab´ıa acomodado cuidadosamente en nuestro estante. Recientemente ella
hab´ıa colocado all´ı un buen nu´mero de libros suyos.
Mi ca´ndida y reposada actitud con-
Figura 1: El Elipsoide de Monge
trastaba con una extran˜a tensio´n que ema-
naba del estante, inundando la sala. Intri-
gado me vi impelido a averiguar la causa.
Arrinconado en una esquina, envuelto por
una elegante pasta verde, pulsaba inquieto
el libro de Struik “Lecciones de Geometr´ıa
Diferencial Cla´sica”, Aguilar 1955.
Mi natural atraccio´n por la Geometr´ıa
y por la lengua de Cervantes me impul-
saron, ingenuamente, a abrirlo. Y lo hice
justamente en una pa´gina de la cual, co-
mo si hubiera estado al acecho, surgio´ la
figura del elipsoide triaxial que ilustra esta
pa´gina.
*Traduccio´n libre, adaptacio´n y actualizacio´n del art´ıculo publicado en Portugue´s en
Matema´tica Universita´ria, SBM, 15, 1993.
**El autor conto´ con el apoyo parcial del CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimiento
Cient´ıfico e Tecnolo´gico), Brasil.
2 El elipsoide de Monge y las l´ıneas de curvatura
La Fig. 1 muestra el elipsoide de ejes distintos
x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1, a > b > c > 0,
sus l´ıneas de curvatura principal y puntos umb´ılicos. Las separatrices son las
l´ıneas que conectan dichos puntos.
Figura 2: Elipsoide de Revolucio´n
La Fig. 2 ilustra las L´ıneas Principales en el Elipsoide de Revolucio´n. En
la Esfera todos los puntos son umb´ılicos.
Su´bitamente me asalto´ la sensacio´n de estar cayendo en una celada. Hab´ıa
transcurrido ma´s de siglo y medio desde que el ilustre matema´tico france´s
Gaspard Monge1 lo concibio´, calcula´ndole sus l´ıneas de curvatura princi-
pal, y localiza´ndole sus cuatro puntos umb´ılicos. En ese lapso, el Elipsoide
recorrio´ millares de kilo´metros, transpuso montan˜as y cruzo´ anchos mares,
impreso en libros, restringido a una asfixiante existencia bidimensional, para
que en esa noche tropical nos enfrenta´semos.
Ya en 1961 hab´ıa yo hojeado la edicio´n original inglesa del Struik, pero no
me percate´ de esa figura. En aquella e´poca tambie´n sol´ıa consultar el cla´sico
“Geometry and the Imagination” de Hilbert2 y Cohn Vossen, no tanto para
leerlo como para contemplar sus figuras. De este libro, segu´n anota Struik,
1http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Monge.html
2http://pt.wikipedia.org/wiki/David Hilbert
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fue extra´ıda la aludida figura. Seguramente la habr´ıa mirado. ¿Co´mo podr´ıa
haberla ignorado?
Hab´ıa estudiado con minuciosa atencio´n otros dos libros excelentes de
nivel comparable al de Struik: el de Willmore “Introduction to Differential
Geometry”, como estudiante de pregrado en 1961, y el de O’Neill “Elemen-
tary Differential Geometry”, como joven profesor en 1967. Sin embargo, estos
dos austeros modelos de exposicio´n geome´trica no contienen ni sombra de la
fascinante figura. Cabe anotar que O’Neil propone un ejercicio comentado en
el que ensen˜a a localizar los puntos umb´ılicos del elipsoide.
Fue como un amor a primera vista. La simetr´ıa y belleza de sus curvas
me conquistaron de inmediato. Nos contemplamos por varios minutos, como
midie´ndonos. Le´ı ra´pidamente el texto adyacente, as´ı como otras secciones
pertinentes.
Pero el lector de esa noche singular, despue´s de haber recorrido caminos
de la Teor´ıa Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales, ya ten´ıa su visio´n
moldeada por la Estabilidad Estructural y las Bifurcaciones3, y ya no era el
bison˜o estudiante de 1961.
En pocas horas de lectura activa realice´ un viaje matema´tico que, crono-
lo´gicamente, abarcaba casi dos siglos.
All´ı estaban los resultados cla´sicos relativos a las curvaturas de las su-
perficies. Recorde´ la Fo´rmula de Euler que expresa la curvatura normal en
te´rminos de las curvaturas y direcciones principales.
Las l´ıneas de curvatura principal son curvas en la superficie a lo largo
de cuyas direcciones tangentes (denominadas direcciones principales) e´sta se
dobla extremalmente en el espacio R3. Las medidas escalares de dichas curva-
turas extremales, se llaman curvaturas principales. Una de ellas, la mı´nima,
se denota k1; la otra, la ma´xima, se designa por k2. Sus valores son dados por
la curvatura normal (la segunda forma fundamental de la superficie) evaluada
en las direcciones principales. As´ı, k1 < k2, excepto en los puntos umb´ılicos,
donde k1 = k2.
Se debe a Euler4 (“Recherches sur la courbure des surfaces”, Me´moires
de l’Academie de Sciences de Berlin, 16, 1760 ) el primer estudio de estos
objetos matema´ticos, con el que inaugura el uso del Ca´lculo Diferencial en la
investigacio´n de la geometr´ıa de las superficies. Deriva de este trabajo que,
3http://en.wikipedia.org/wiki/Bifurcation theory
4http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler
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L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
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en general, las direcciones principales son ortogonales.
En los puntos umb´ılicos, las curvaturas principales coinciden. So´lo fuera
de e´stos, las direcciones principales esta´n bien definidas y determinan en la
superficie un par de campos de l´ıneas tangentes mutuamente ortogonales,
denominados campos de l´ıneas principales; uno de ellos, L1, corresponde a la
curvatura principal mı´nima, el otro, L2, a la ma´xima.
La fo´rmula de Euler establece que la curvatura normal kn(θ) en la di-
reccio´n que forma un a´ngulo θ con la direccio´n principal mı´nima, es dada
por
kn(θ) = k1 cos
2(θ) + k2 sin
2(θ).
Esta fo´rmula equivale a la diagonalizacio´n de la segunda forma funda-
mental por medio de una rotacio´n.
Con Struik recorde´ el Teorema de Dupin5 que permite determinar las
l´ıneas de curvatura principal de las superficies que pertenecen a una familia
triplemente ortogonal. Para esto es suficiente intersectar la superficie en es-
tudio con las de las dos familias ortogonales a ella. En el caso del Elipsoide
de Monge, debera´n tomarse los hiperboloides de una y dos hojas, los que
junto con e´ste forman el llamado sistema de cua´dricas homofocales. Estas
cua´dricas son tambie´n las superficies coordenadas del denominado sistema
de coordenadas elipsoidales en R3.
Figura 3: Teorema de Dupin
La Fig. 3 ilustra el Teorema de Dupin para las familias de superficies
cua´dricas homofocales: Elipsoides e Hiperboloides de una y dos hojas.
5http://fr.wikipedia.org/wiki/Charles Dupin
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Estaba extasiado y gratificado. La lectura me hab´ıa permitido atestiguar
un notable salto cualitativo triple en la evolucio´n de las ideas matema´ticas.
En efecto, en un primer tiempo, Euler estable-
G. Monge
cio´ las definiciones y conceptos ba´sicos. El segundo
paso fue dado por Monge, calculando el ejemplo cla-
ve. Finalmente, Dupin demostro´ un teorema general
que unifica los casos particulares conocidos.
En el instante en que admiraba la foto del Struik
que ilustra con una maqueta de yeso el Teorema
de Dupin, note´ que el elipsoide y el libro pulsaban
en forma desincronizada. El primero aceleraba en
relacio´n al segundo, debatie´ndose como si estuviera
irritado.
Curiosamente, me parecio´ ser esta una reaccio´n
de protesta perfectamente normal, partiendo de quien
se le hubiese descubierto algu´n secreto ı´ntimo.
De hecho, su Configuracio´n Principal, ana´loga
para las superficies al Retrato de Fase, s´ıntesis cua-
litativa de trayectorias y puntos singulares de las ecuaciones diferenciales,
descubierta por Monge por me´todos artesanales, hab´ıa sido reducida a una
explicacio´n de cara´cter sinte´tico y elemental por su disc´ıpulo Dupin, aunque
varios lustros despue´s.
De pronto, el elipsoide se separo´ del papel, irguie´ndose recobro´ su maravi-
llosa plenitud espacial. Giro´ alrededor de sus ejes evidenciando sus simetr´ıas
y mostrando sus bellas y cerradas curvas principales, ensen˜ando impu´dica-
mente sus cuatro puntos umb´ılicos, cada uno de los cuales perforado por
un par de separatrices, que los conectaban dos a dos. Paulatinamente, co-
menzo´ a alterar su eje principal menor, aumenta´ndolo y manteniendo fijos
los otros dos. Sin embargo, este caprichoso ejercicio de exhibicionismo no
afectaba cualitativamente su configuracio´n principal; solamente los puntos
umb´ılicos apareados, se aproximaban, lenta e inexorablemente a los polos.
En el instante en que el eje menor coincidio´ con el intermedio, los puntos
umb´ılicos apareados colidieron en los polos y las separatrices desaparecieron.
Fue fugaz el instante en que se presento´ como un elipsoide de revolucio´n, con
su configuracio´n principal invariante por rotaciones en torno del eje mayor.
Despue´s, a medida que el eje que hab´ıa sido menor se tomaba intermedio,
los puntos umb´ılicos se separaron nuevamente para desplazarse en el plano
ortogonal al que anteriormente se encontraban. Ahora, en este plano tambie´n
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se hab´ıan localizado las nuevas separatrices.
En seguida, el elipsoide retrocedio´ en su deformacio´n hasta recuperar su
forma de superficie de revolucio´n. En esta sime´trica posicio´n ensayo´ otras
deformaciones, variando las longitudes del eje comu´n y del eje mayor. Sin
embargo, nada de esencial suced´ıa con su configuracio´n principal hasta que
los tres ejes coincidieron. Fue entonces que todas las l´ıneas de curvatura se
esfumaron para dar lugar a una bola repleta de puntos umb´ılicos.
Experimento´ repetidamente estas y otras deformaciones, permutando los
ejes sujetos a variacio´n. Parec´ıa un especta´culo con pocas novedades, que ya
corr´ıa el riesgo de tomarse mono´tono.
Inesperadamente, comenzo´ a dilatar nerviosamente su eje mayor, ocupan-
do un enorme espacio diagonal en la sala, amenazando romper la ventana y
liberarse de la humillante condicio´n de compacidad.
¿Pretend´ıa transformarse en un hiperboloide?
Yo ya empezaba a ponerme nervioso ante esa situacio´n que escapaba
totalmente a mi control.
¡Craack!...Finalmente, la ventana estallo´. Ese preciso instante coincidio´ con
el del ruido que el Struik, resbala´ndose de mi mano, hizo al estrellarse con el
suelo.
Recobraba yo la consciencia, despertando despue´s de una distra´ıda dor-
mitada.
Dos referencias del Struik atrajeron mi atencio´n. Una era a una nota en
el famoso tratado cla´sico de Gaston Darboux6 “Lec¸ons de la Theo´rie des
Surfaces”, y la otra a un art´ıculo en Acta Mathema´tica (1904), de Allvar
Gullstrand7. Ambas eran relativas a las configuraciones posibles de las l´ıneas
de curvatura principal en la vecindad de un punto umb´ılico. Las anote´.
Estaba satisfecho, a partir del Teorema de Dupin, el elipsoide con su
danza on´ırica me hab´ıa ayudado a demostrar lo siguiente:
Consideremos el espacio Q de superficies cua´dricas compactas. Este, to-
pologizado por los coeficientes, tiene dimensio´n 9.
Las superficies cuyas configuraciones principales son Estructuralmente
Estables (o sea, que no se alteran topolo´gicamente por pequen˜as perturba-
ciones de sus coeficientes), son precisamente los elipsoides cuyos tres ejes
son distintos, los de Monge). Denotemos esta clase por E3, la que constituye
6http://scienceworld.wolfram.com/biography/Darboux.html
7http://pt.wikipedia.org/wiki/Allvar Gullstrand
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un abierto y denso en Q.
Dentro de Q1=Q\ E3, aquellas cuyas configuraciones principales son Es-
tructuralmente Estables de Primer Orden (o sea, que no se alteran por pe-
quen˜as perturbaciones dentro de Q1), son los elipsoides de revolucio´n no
esfe´ricos; estos forman una subvariedad E2, de codimensio´n 2 en Q.
Tambie´n pueden formularse resultados ana´logos para las cua´dricas no
compactas.
¿Co´mo sera´n las configuraciones principales estructuralmente estables de
las superficies diferenciables compactas en general, no necesariamente cua-
dra´ticas o algebraicas? Indague´ conmigo mismo.
En ese momento, ya entrada la alta noche, me invadio´ el cansancio y me
retire´ a reposar.
2. El problema fundamental
A primera hora de la man˜ana siguiente me dirig´ı a la biblioteca del “Ins-
tituto de Matema´tica Pura e Aplicada” (IMPA) y retire´ para consultar el
Darboux y el Gullstrand.
Interprete´ que lo que el primero hac´ıa era una descripcio´n de los tres ca-
sos de puntos umb´ılicos gene´ricos, caracterizados por condiciones algebraicas
en las terceras derivadas de la superficie, representada por una funcio´n en
coordenadas de Monge centradas en el punto umb´ılico. Todo indicaba que las
configuraciones principales de estos tipos tambie´n resultaban ser estructural-
mente estables, localmente. Como era usual en trabajos de 1886, se trataba
de objetos anal´ıticos; superficies en nuestro caso.
Como era normal para mı´ en estas circunstancias no esperaba asimilar en
las primeras lecturas los detalles de las demostraciones.
Figura 4: Puntos umb´ılicos de Darboux .
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La Fig. 4 ilustra los puntos umb´ılicos de Darboux para una superficie en
la forma de Monge:
z =
k
2
(x2 + y2) +
a
6
x3 +
b
2
xy2 +
c
6
y3 +O[(x2 + y2)2],
en la cual el coeficiente del te´rmino x2y ha sido eliminado por medio de una
rotacio´n. Con esta expresio´n las condiciones de Darboux se escriben:
(T) Condicio´n de Transversalidad: b(b− a) 6= 0;
(D) Condicio´n Discriminante:
D1:
a
b
>
( c
2b
)2
+ 2;
D2:
( c
2b
)2
+ 2 >
a
b
> 1; a 6= 2b;
D3:
a
b
< 1.
Estas expresiones aparecen en nuestros trabajos, citados al final de la
seccio´n 7. Las de Darboux son algo ma´s complicadas.
A partir de las figuras y fo´rmulas, ya que no pod´ıa leer el texto en alema´n,
se me antojo´ entender del trabajo de Gullstrand que, despue´s de repasar
la contribucio´n de Darboux, e´l propon´ıa una descripcio´n de los casos no
gene´ricos iniciales, para los cuales no se aplicaba la teor´ıa desarrollada por
el geo´metra france´s.
Aquello parec´ıa una especie de protocolo para iniciar una investigacio´n
de las bifurcaciones de los puntos umb´ılicos. Me entusiasme´ pues, de hecho,
en esa e´poca me interesaban enormemente los problemas sobre bifurcaciones
de las ecuaciones diferenciales.
Mi imaginario geome´trico se hab´ıa enriquecido notablemente con relacio´n
a la noche anterior. De regreso a casa, intente´ organizar en forma coherente
los nuevos datos con los ya adquiridos, pero estaba extenuado. Me retire´ a
descansar ma´s temprano que lo usual.
Desperte´ en la madrugada. Sin vacilar, y con la certeza de estar contri-
buyendo para el cuarto tiempo del salto cualitativo mu´ltiple que la lectura
del Struik me hab´ıa permitido atestiguar la noche anterior, escrib´ı:
El Problema Fundamental para las Configuraciones Principales de las su-
perficies diferenciables compactas y orientadas, consiste en demostrar los dos
teoremas siguientes:
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1.- Las condiciones necesarias y suficientes para que una superficie tenga
su Configuracio´n Principal Estructuralmente Estable, por deformaciones C3
pequen˜as, son las siguientes:
a) Los puntos umb´ılicos deben ser todos como los de Darboux.
b) Las l´ıneas de curvatura perio´dicas (ciclos principales) deben ser todas
hiperbo´licas. Esto es, su Transformacio´n de Poincare´, o de Primer Retorno,
debe tener derivada distinta de 1.
c) No debe admitir conexiones de separatrices umb´ılicas.
d) Los conjuntos l´ımites de toda l´ınea de curvatura no perio´dica deben ser
puntos umb´ılicos o ciclos principales.
2.- Dentro del espacio de las superficies compactas orientadas, provisto
de la topolog´ıa C3, las superficies que satisfacen las condiciones (1.a) a (1.d)
forman un conjunto que es
a) abierto y
b) denso.
Figura 5: L´ınea de curvatura perio´dica hiperbo´lica .
En la Fig. 5 se ilustran las l´ıneas de curvatura vecinas de una perio´dica
hiperbo´lica, con derivada menor que 1. Las flechas esta´n colocadas para in-
dicar una orientacio´n convencional local; las l´ıneas de curvatura, en general,
no son orientables globalmente. Considere, por ejemplo, una vecindad de un
punto umb´ılico de Darboux, Fig. 4.
Retrospectivamente, ser´ıa justo decir que el Problema Fundamental era el
quinto tiempo del salto cualitativo, ya que el quarto —el caso local para las
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singularidades— habr´ıa sido ejecutado por Darboux, de hecho sin e´l saberlo.
3. En compa´s de espera
Trabaje´ con ansiedad intentando organizar un esquema de demostracio´n.
La parte (2.a), as´ı como la suficiencia de las condiciones (1.a) a (1.d), parec´ıan
factibles.
Detecte´ serias dificultades para establecer los aspectos globales de las
condiciones necesarias y, sobre todo, la densidad (parte 2.b) de las condiciones
(1.b), (1.c) y (1.d).
Me encontre´ utilizando toda la experiencia que hab´ıa adquirido con la
metodolog´ıa establecida por Peixoto en su famoso trabajo8 sobre la gene-
ricidad de los campos de vectores Estructuralmente Estables en variedades
bidimensionales publicado en Structural Stability on two-dimensional Mani-
folds, Topology, 1962.
En ese momento tome´ conciencia de la influencia que ese trabajo ten´ıa
en la formulacio´n que le hab´ıa dado al Problema Fundamental.
Constate´ con preocupacio´n que ignoraba cualquier ejemplo de superficie
compacta del tipo que hab´ıa definido por imposicio´n de las condiciones (1.a)
a (1.d). ¿Co´mo, entonces, podr´ıa demostrar que estas fuesen densas?
Perplejo, sal´ı para ir directamente a la biblioteca, en busca de ejemplos.
Esta tarea me tomo´ varios d´ıas.
Sin embargo, no encontre´ un solo ciclo principal aislado, mucho menos
hiperbo´lico. Nada halle´ sobre superficies con l´ıneas de curvatura recurrentes,
esto es que violaran la condicio´n (l.d), como lo hacen las curvas integrales de
los campos irracionales en la superficie del Toro de revolucio´n.
La problema´tica fundada por Poincare´9, casi 100 an˜os antes, estudiada
por la Teor´ıa Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales y por un sector de
los Sistemas Dina´micos, no hab´ıa penetrado este aspecto de la Geometr´ıa
Diferencial Cla´sica. En esto contrastaba con el progreso que ideas dina´micas
hab´ıan aportado al estudio de las geode´sicas. Me invadio´ un sentimiento de
profunda soledad.
Comence´ a hacer ca´lculos, reactivando mis conocimentos de Geometr´ıa
Diferencial, latente desde el tiempo de Willmore y el O’Neil, complementada
ahora por mi descubrimiento expl´ıcito del Struik.
8http://cienciahoje.uol.com.br/view/1595
9http://pt.wikipedia.org/wiki/Henri poincare
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Discut´ı mi proyecto con varios colegas, especialistas en Sistemas Dina´mi-
cos y Geometr´ıa Diferencial. Lamente´ que Peixoto10 estuviera viajando, fuera
de R´ıo de Janeiro, todo ese semestre.
Sent´ı que consideraban mi proyecto con intere´s y simpat´ıa. Sin embargo,
ninguno arriesgo´ una corazonada esclarecedora. Quise ver en esa actitud una
punta de saludable escepticismo.
Blaine Lawson, de visita al IMPA, se mostro´ muy receptivo e hizo un
pronunciamiento francamente positivo, que mucho me estimulo´:
“Si funciona lo que propones, estara´s abriendo una nueva a´rea.”
4. Sa˜o Paulo, Salvador, ICTP, IHES
Los ca´lculos me condujeron a una fo´rmula para la derivada de la transfor-
macio´n de Poincare´, en te´rminos de la Curvatura Media (H = (k1 + k2)/2)
y de los S´ımbolos de Christoffel. En ese momento, a pesar de ser obvio el
cara´cter intr´ınseco de la derivada en cuestio´n, no consegu´ıa librarme de las
coordenadas locales en las que estos s´ımbolos se escrib´ıan.
Acumule´ una coleccio´n enorme de datos bibliogra´ficos sobre las l´ıneas de
curvatura y puntos umb´ılicos, la mayor´ıa de ellos en alema´n, ninguno conclu-
yente. Entre estos estaban los trabajos relativos a la sorprendente Conjetura
de Carathe´odory11:
Toda superficie convexa y compacta posee por lo menos dos puntos umb´ıli-
cos.
Curiosamente, para e´sta no encontre´ ningu´n registro escrito de su propo-
sicio´n por el autor. Supuse que fue hecha oralmente en seminarios con sus
disc´ıpulos12.
An˜os ma´s tarde me informe´ que esta conjetura era considerada demos-
trada para el caso de superficies anal´ıticas, aunque yo nunca tuve la felicidad
de entender con plenitud ninguna de las demostraciones ya publicadas. Ma´s
au´n, todos los especialistas que pude interrogar sobre esta materia, estaban
en la misma situacio´n que yo.
La conjetura esta´ francamente abierta para superficies C∞. Sin embargo,
para el caso gene´rico es trivial. De hecho, por tener los puntos Darbouxianos
10http://www.abc.org.br/sjbic/curriculo.asp?consulta=peixoto
11http://en.wikipedia.org/wiki/Caratheodory
12Verifique´ que la reciente biograf´ıa, por Maria Georgiadou, Springer, 2004, tampoco
dilucida el origen de esta conjetura.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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Indice ±1/2, deben haber por lo menos cuatro de e´stos para poder sumar la
Caracter´ıstica de Euler de la superficie (en este caso igual a 2).
Me intrigo´ enterarme que Gullstrand, el autor para mı´ inicialmente des-
conocido, hab´ıa sido nada menos que el Premio Nobel de Medicina de 1911,
laureado por su contribucio´n a la Oftalmolog´ıa. El trabajo que yo hab´ıa con-
sultado era la parte matema´tica de aquel que lo hiciera merecedor al premio.
Por los fragmentos de que dispon´ıa, me parec´ıa que estaba en el buen
camino, sin embargo no consegu´ıa llegar a un resultado matema´tico redondo
sobre el proyecto que me hab´ıa propuesto con el Problema Fundamental.
Pase´ el mes de marzo de 1971 en Sa˜o Paulo. Mi colega Edgard Harle,
geo´metra y germanista, me ayudo´ a traducir partes de varios textos alemanes
de los an˜os 30. En el art´ıculo de J. Fischer (Deutsche Math.,1935), redactado
en go´tico, encontramos evidencia nume´rica de la existencia de puntos umb´ıli-
cos espirales, de los cuales las l´ıneas de curvatura se aproximan rodea´ndolo,
sin ser asinto´ticas a ninguna direccio´n definida.
Discut´ı el Problema Fundamental con Waldyr Oliva y otros colegas de la
Universidad de Sa˜o Paulo. Me solicitaron que hiciera una presentacio´n para,
al menos, plantear los problemas que hab´ıa encontrado.
Organice´ el material de que dispon´ıa para hablar de los antecedentes
cla´sicos: Euler, Monge, Dupin; de las transformaciones geome´tricas que pre-
servan las configuraciones principales: los movimientos r´ıgidos, los pequen˜os
desplazamientos paralelos a lo largo de las normales, las inversiones, etc. Para
establecer alguna contribucio´n personal, planeaba demostrar la fo´rmula para
la derivada de la transformacio´n de retorno que hab´ıa encontrado.
A mi retorno a R´ıo de Janeiro conclu´ı que, aunque no hubiera hecho
ningu´n progreso concreto en la solucio´n del Problema Fundamental, la visita
a Sa˜o Paulo y la atencio´n que Harle y Oliva me dieron, as´ı como la preparacio´n
para la presentacio´n, me estimularon y ayudaron a reforzar la conviccio´n de
que estaba caminando en el rumbo correcto.
Sobre todo, lo que Harle me ayudo´ a entender del art´ıculo de Fischer
me proporciono´ ejemplos de configuraciones principales no-integrables. Esto
es, que no poseen una integral primera. Pues as´ı ser´ıan las superficies que
verificasen las condiciones (1.b) y (1.d).
No´tese que en el caso de las cua´dricas, superficies de revolucio´n y todos los
otros ejemplos calculados en la Geometr´ıa Diferencial Cla´sica, por el mismo
hecho de derivar de un ca´lculo, hay siempre una integral primera.
Los puntos enunciados en el proyecto se impon´ıan ante mi esp´ıritu con la
fuerza de axiomas, pero no vislumbraba una forma de producir una demos-
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tracio´n matema´ticamente convincente.
Sin embargo, yo continuaba trabajando con tenacidad y entusiasmo.
Llego´ el Coloquio Internacional de Sistemas Dina´micos de Salvador, en
julio de 1971. All´ı conoc´ı al famoso matema´tico france´s Rene´ Thom13 con
quie´n discut´ı El Problema Fundamental.
Fue un interesante dia´logo entre representantes de culturas distintas. Pa-
ra e´l, los umbilicos representaban cata´strofes14, dentro del conjunto focal o
ca´ustica (envolvente de la familia de rectas normales a la superficie15). Cuan-
do yo preguntaba algo sobre las separatrices umb´ılicas asociadas a los puntos
de Darboux, e´l me hablaba de las “cordilleras” (“ridges”) asociadas a los
umb´ılicos (focales) hiperbo´licos y el´ıpticos de las superficies gene´ricas. Yo
mencionaba las redes de l´ıneas de curvatura principal en las superficies, e´l
me respond´ıa con el conjunto focal en el espacio ambiente.
Sin embargo, las l´ıneas de curvatura y los puntos umb´ılicos continuaban
latentes en mi pensamiento.
Antes de viajar a Trieste, al “International Centre for Theoretical Phy-
sics” (ICTP), y a Par´ıs, al “Institut de Hautes Etudes Scientifiques” (IHES),
en julio de ese an˜o, Carlos Gutie´rrez, candidato al doctorado en el IMPA,
me solicito´ que le propusiera un problema de tesis. Sin pensarlo dos veces,
saque´ de mi malet´ın una copia del art´ıculo de Darboux (que siempre me
acompan˜aba) y le suger´ı:
“Haga una demostracio´n moderna de este teorema, de modo que los mor-
tales puedan entenderla. Pruebe que son gene´ricas las condiciones (1.a) a
(1.d) del Problema Fundamental. Atencio´n con la u´ltima.”
En ese viaje lleve´ conmigo buena parte del material bibliogra´fico perti-
nente para el caso que tuviera que escribirme con Gutie´rrez. Conoc´ı varios
matema´ticos suecos en Trieste. A todos les hable´ de Gullstrand. Preguntaba
por la revista me´dica en la que hab´ıa publicado su contribucio´n a la Oftalmo-
log´ıa. Ma´s de uno me prometio´ mandarme una copia. Felizmente, esta nunca
llego´ a mis manos. ¿Que´ hubiera hecho con otro art´ıculo en alema´n, ahora
sobre Las Aberraciones de la Visio´n Humana?
Hacia fines de noviembre, ya en el IHES, recib´ı una carta de Gutie´rrez.
E´l hab´ıa decidido considerar una forma ma´s general de Campos de L´ıneas en
variedades bidimensionales. En ese contexto, ya ten´ıa una teor´ıa coherente
13http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Thom.html
14http://en.wikipedia.org/wiki/Catastrophe theory
15http://en.wikipedia.org/wiki/Caustic (optics)
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de Genericidad y Estabilidad Estructural. Esa teor´ıa general, sin embargo,
no aportaba nada que fuera esclarecedor sobre la genericidad de los cam-
pos de l´ıneas principales y sus singularidades (los umb´ılicos), dentro de las
condiciones (1.a) a (1.d) del Problema Fundamental.
Lo estimule´ a continuar en el camino que se hab´ıa trazado, que tambie´n
me parec´ıa interesante. En e´ste convergio´ ma´s tarde para redactar su Tesis
de Doctorado.
Al reencontrarnos en enero de 1973, discutimos ra´pidamente de las difi-
cultades encontradas al atacar el problema sugerido y pasamos a considerar
su enfoque ma´s abstracto y general.
De las l´ıneas de curvatura y los puntos umb´ılicos de Darboux, no volvimos
a hablar durante varios an˜os.
5. Dijon, Beaune
El segundo semestre de 1975 visite´ Dijon por primera vez. Despue´s de
recorrer varios hoteles, llegue´ a hospedarme en el pequen˜o Hotel Monge,
localizado en la calle del mismo nombre, en el corazo´n del fascinante barrio
llamado “Dijon Historique”. All´ı me quede´ durante una semana.
Mi amigo Robert Roussarie de la Universidad de Dijon, me llevo´ a conocer
las famosas vin˜as de la “Coˆte d’Or”. En esa y en posteriores visitas a Dijon,
comprend´ı que la visita a las vin˜as constitu´ıa, para los dijoneses, un ritual
tan obligatorio como la de restos arqueolo´gicos incaicos para los peruanos o
la del “Pa˜o de Ac¸ucar” para los cariocas.
Prolongamos la visita hasta la histo´rica Beaune. All´ı, despue´s de recorrer
impresionantes construcciones medievales, me vi cara a cara con una estatua
de Monge16, quien fuera originario de esa ciudad. Mi mente evoco´ la figura
del elipsoide con su danza on´ırica en aquella inolvidable noche carioca de
1970. Compre´ algunos vinos, especialidad de la regio´n, y retornamos a Dijon.
El paseo hab´ıa excitado mi pensamiento. Me intrigaba la coincidencia de
mi encuentro con la estatua y con el nombre del hotel. Afloro´ el recuerdo
del problema latente. Desprovisto del material bibliogra´fico pertinente, me
limite´ a saborear uno de los vinos y fui a dormir.
Esa noche tuve el ma´s fanta´stico de los suen˜os. Monge se me aparec´ıa y
me preguntaba en tono de censura:
16La imagen de esta estatua (fig. 6) se ha obtenido en
http://perso.orange.fr/jean-paul.davalan/liens/liens mathhist.html
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Figura 6: Estatua de Monge en Beaune
“¿Que´ hiciste con mi elipsoide?. ¿Que´ esta´s esperando, hombre? ”
Sorprendido y t´ımido me retraje, preventivamente. Aunque me hab´ıa tu-
teado, yo no sab´ıa como tratarlo. Reaccionando, replique´:
“El elipsoide es muy bonito, pero... ¿que´ me dice Ud. de las otras super-
ficies no cuadra´ticas, las cu´bicas, por ejemplo; ha meditado ya sobre el caso
gene´rico y la caracterizacio´n de la estabilidad estructural en esa clase o en
la clase ma´s amplia de superficies C∞?”
“Y las l´ıneas de curvatura recurrentes, por ventura existen, ¿conoce Ud.
ejemplos concretos? ”
Fue e´l quie´n entonces se retrajo. El multiface´tico genio de la Escuela de
Ingenier´ıa Militar de Me´zie`res, inventor de la Geometr´ıa Descriptiva y, al
decir de Struik, pionero entre los geo´metras de primera magnitud a dominar
el Ana´lisis, se sonrojo´ perplejo.
Como representante europeo de las Matema´ticas del siglo XVIII, no pod´ıa
MAT 2
MATerials MATema`tics
Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
Publicacio´ electro`nica de divulgacio´ del Departament de Matema`tiques
de la Universitat Auto`noma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat
Trigonometria esfe`rica i hiperbo`lica
Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
16 El elipsoide de Monge y las l´ıneas de curvatura
e´l entender mi jerigonza y problema´tica, t´ıpicas de un ano´nimo reducto tro-
pical de los an˜os 60, en el siglo XX. Adema´s, a pesar de haber escogido el
trato corte´s, el ritmo con que formulara mis preguntas hab´ıa sido vertiginoso
y sumamente severo.
Confieso que me conmovio´ ver confuso, aunque por un fugaz instante, a ese
gigante de las Matema´ticas de antan˜o (y de siempre). Se rehizo, ra´pidamente,
replicando:
“¿De que´ diablos esta´s hablando? ”
Fue as´ı como yo, un oscuro desconocido, le explico´ al gran Monge toda la
problema´tica de la Estabilidad Estructural de las Ecuaciones Diferenciales,
las recurrencias y el dif´ıcil problema del “Closing Lemma” (que plantea de-
formar ligeramente la ecuacio´n a fin de que las o´rbitas recurrentes se tornen
perio´dicas). Asuntos que lo superaban en casi 150 an˜os. Me vi extrayendo
y adaptando ejemplos de sus propios trabajos. El entend´ıa todo con una
rapidez incre´ıble, cual esponja matema´tica, absorb´ıa las (para e´l) novedades.
Monge no era hombre de evadir desaf´ıos, como ya lo hab´ıa demostrado
en la campan˜a Napoleo´nica de Egipto.
“De´jalo conmigo”, dijo, tomando la pa´gina en que hab´ıa formulado mis
problemas relativos a las l´ıneas de curvatura. Se instalo´ a trabajar en el pe-
quen˜o escritorio que hab´ıa en mi habitacio´n. Llenaba pa´ginas y ma´s pa´ginas,
las que ra´pidamente rebasaron el espacio disponible en la mesa, esparcie´ndo-
se por el suelo. Hac´ıa largos ca´lculos y bell´ısimos dibujos (en estos u´ltimos
usaba su te´cnica del “rebatimiento”). Mientras tanto, yo aprovechaba el tiem-
po para preparar el seminario que deber´ıa pronunciar al d´ıa siguiente en la
Universidad de Dijon. Pasaron horas.
Finalmente, me dijo triunfalmente:
“Resolv´ı tu problema, mira lo tengo aqu´ı... ”
En ese instante, cuando me mostraba la primera de las numerosas pa´ginas
que hab´ıa escrito, sono´ el despertador que yo mismo, en imperdonable error,
colocara en la v´ıspera para madrugar y poder preparar el ya mencionado
seminario.
Intente´, sin e´xito, dormir nuevamente a fin de conocer el desenlace. Inge-
nuamente, repet´ı el rito de beber un vaso de vino, luego otro,... ¡Nada!
La frustracio´n y la soledad me invadieron nuevamente, y tambie´n el pesar.
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6. Transparencia pla´stica
En julio de 1976 reencontre´ a mi amigo Ivan Kupka en la Tercera Escuela
Latino Americana de Matema´ticas, en R´ıo de Janeiro. E´l me tradujo por-
ciones sustanciales del Gullstrand y me ayudo´ a interpretar sus resultados.
Quedo´ claro para mı´ que el intere´s fundamental de este autor se dirig´ıa al
conjunto focal y sus cordilleras (“ridges”). Me sorprendio´ saber que e´l ya
tuviera en su texto la descripcio´n de los umb´ılicos hiperbo´licos y el´ıpticos,
del conjunto focal. Sin embargo, no aclaraba en nada los fundamentos para
justificar las figuras de Darboux y, mucho menos, las otras ma´s degeneradas
que e´l consideraba en su trabajo. En lo relativo a las ecuaciones diferencia-
les, unicidad de las separatrices umb´ılicas, por ejemplo, estaba muy lejos del
modelo de rigor matema´tico actual.
Continue´ manteniendo un gran intere´s en el asunto. Coloque´ el material
bibliogra´fico ba´sico y mis anotaciones en una bolsa pla´stica. La llevaba de
arriba para abajo conmigo. Por largas temporadas, cuando mi malet´ın estaba
demasiado pesado, la dejaba en casa, para retomarla meses despue´s y volver
a transportarla.
La transparencia del pla´stico me obligaba a ubicar y a tener siempre
presente al Problema Fundamental. El extran˜o ceremonial de transportarlo
me daba la sensacio´n de poseerlo, de estar trabajando en e´l, secretamente.
En efecto, de vez en cuando me limitaba a algu´n ejercicio contempla-
tivo ma´s prolongado pero sin atar ni desatar las dificultades matema´ticas
fundamentales.
7. Colaboracio´n
A inicios de 1980 nos llego´ una directiva de la Administracio´n Central
del CNPq: Los investigadores deber´ıan organizarse en equipos, como en el
fu´tbol, y presentar proyectos conjuntos.
Esta ingenua medida administrativa termino´ siendo beneficiosa para mı´,
para Gutie´rrez y tambie´n para el Problema Fundamental de las L´ıneas de
Curvatura. Pues en esa e´poca los problemas matema´ticos tenian vida pro´pia,
como las personas.
Compromet´ı a Gutie´rrez a unir fuerzas conmigo para trabajar en el Pro-
blema. Ya hab´ıamos desarrollado anteriormente una extensio´n para Varieda-
des con Singularidades de algunos resultados sobre Estabilidad Estructural
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debidos a Peixoto (Proceedings of the London Mathematical Soc. (1982)).
Esta extensio´n, sin embargo, ma´s parec´ıa un ejercicio comparado con la mag-
nitud que hab´ıa adquirido la actual, para l´ıneas de curvatura.
El progreso fue sorprendentemente ra´pido, teniendo en cuenta que cada
uno de nosotros trabajaba simulta´neamente en proyectos individuales.
Los tres hab´ıamos madurado, nosotros dos y el Problema tambie´n. Desen-
terre´ la fo´rmula para la derivada, T ′, de transformacio´n de retorno, T , de una
de l´ınea de curvatura perio´dica γ. Conseguimos librarnos de los inco´modos
s´ımbolos de Cristoffel.
En te´rminos de las curvaturas Media H y Gaussiana K, obtuvimos la
bell´ısima fo´rmula siguiente:
log(T ′) = ±
∫
γ
dH/(H2 −K)1/2.
Equivalentemente, en te´rminos de las curvaturas principales k1 < k2, ya que
H = (k1 + k2)/2 y K = k1k2, tambie´n se puede escribir:
log(T ′) = ±
∫
γ
dk2/(k2 − k1).
De esta expresio´n derivamos un me´todo de perturbacio´n para convertir
en hiperbo´licas las l´ıneas de curvatura perio´dicas.
Usando un me´todo muy pro´ximo al de la resolucio´n (“blowing up”) tra-
dicional, usado para reducir el estudio de puntos singulares complicados a
otros ma´s simples, justificamos completamente las figuras de Darboux para
las superficies de clase C4. Esto ya constitu´ıa una novedad con relacio´n al
caso anal´ıtico considerado por el maestro france´s, cuya demostracio´n, como
ya mencione´, no hab´ıa entendido con plenitud.
Sobre las l´ıneas de curvatura recurrentes, Gutie´rrez, en tono de sentencia,
diagnostico´:
Es posible conseguir una aproximacio´n en clase C2 que las destruya. El
paso a C3 sera´ muy dif´ıcil.
Construimos el ejemplo de un Toro en R3 sin puntos umb´ılicos y con
l´ıneas de curvatura recurrentes, cuya inmersio´n resulto´ bastante distante de
la del Toro esta´ndar de revolucio´n.
Las piezas del rompecabezas parec´ıan encajar. ¡Dispon´ıamos de una ver-
sio´n sustentable!
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Hab´ıa llegado la hora de hacer una comunicacio´n amplia de los resultados
obtenidos. El Simposio Internacional inaugurando las nuevas instalaciones del
IMPA en 1981, constituyo´ una ocasio´n propicia.
En sorteo, fui yo el escogido por el azar para ser quien hablara.
8. La conferencia y el retorno del elipsoide
Revisando todo el esquema del trabajo´, comence´ a prepararme para la
conferencia.
Surgieron dudas. En la v´ıspera de la conferencia quedamos hasta tarde
discutiendo con Gutie´rrez co´mo ser´ıa la presentacio´n. En ese momento nos
concienciamos que no dispon´ıamos de ningu´n ejemplo de recurrencia distinto
de aquel en el Toro ya citado. En particular, no ten´ıamos ninguno en super-
ficies de ge´nero cero, o sea en las esferas inmersas, provistas necesariamente
de puntos umbilicos. Y para empeorar el cuadro, el ejemplo del Toro era de-
masiado te´cnico para que yo pudiera explicarlo en forma geome´trica durante
la conferencia.
Esta´bamos en la inco´moda posicio´n de ser capaces de eliminar todas las
l´ıneas de curvaturas recurrentes, sustituye´ndolas despue´s de una aproxima-
cio´n C2, por l´ıneas de curvatura perio´dicas o, en algunos casos, por conexio-
nes de separatrices umb´ılicas. Sin embargo, en concreto so´lo conoc´ıamos el
ejemplo del Toro.
¿Y si alguien, indagando por ejemplos, hiciera la pregunta? Peor todav´ıa,
¿Y si no existieran ma´s ejemplos de recurrencias que aquel del Toro?
En ese caso, nuestros resultados quedar´ıan bastante debilitados. Comence´ a
ponerme nervioso.
La bu´squeda de un ejemplo de recurrencia en una superficie de ge´nero
cero se prolongo´ durante varias horas. Para despejar un poco las ideas y
poder proseguir posteriormente con la discusio´n, fuimos a cenar juntos.
Fue entonces que el Elipsoide resurgio´, esta vez ma´s flexible que nunca.
Permitio´ deformaciones y contorsiones ma´s osadas, inclusive las no anal´ıticas,
y con soporte arbitrario. As´ı, dobla´ndolo aqu´ı, rota´ndolo alla´ llegamos a un
ejemplo.
¡La conferencia estaba lista! Deb´ıa ser a primera hora de la man˜ana si-
guiente.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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Comence´ proyectando el Elipsoide de Monge (Fig.1). Despue´s recordaba
co´mo obtenerlo y explicarlo, usando el Teorema de Dupin (Fig. 2). Comenta-
ba la ausencia de ejemplos de Configuraciones Principales Globales, fuera de
aque´l. Luego, propon´ıa el problema de reconocer las configuraciones princi-
pales globales gene´ricas. Despue´s enunciaba nuestro resultado, insistiendo en
la limitacio´n en la clase C2 para la aproximacio´n. Terminaba convocando a
los oyentes para elevar esta clase para C3, resolviendo as´ı el u´nico problema
que quedaba abierto con relacio´n al programa inicial (encontra´ndose en esta
situacio´n hasta ahora).
Curiosamente, ninguno de los expertos en Sistemas Dina´micos y recurren-
cias all´ı presentes pregunto´ por ejemplos. Comenzaba a sentirme decepcio-
nado, cuando Daniel Henry (1944–2002), especialista en Ecuaciones Diferen-
ciales en Dimensio´n Infinita, formulo´ la esperada pregunta:
“No se´ porque haces la hipo´tesis (1.d), no conozco ninguna superficie que
no la satisfaga”.
Dibuje´ un elipsoide de revolucio´n (Fig. 2). Lo deforme´ ligeramente para
que en ambos casquetes polares fuera como uno de Monge, con sus ejes
distintos, mientras que en torno del ecuador continuase fijo siendo siempre
uno de revolucio´n.
PSfrag replacements
θ
elipsoide de Monge rotado
zona de transicio´n
zona de transicio´n
elipsoide de revolucio´n
elipsoide de Monge fijo
Figure 1: Superf´ıcie Elipsoidal Eθ con recurrencias oscilatorias.
Figura 7: Superf´ıcie Elipsoidal Eθ con recurrencias oscilatorias.
Acto seguido, hice rotar en torno del eje mayor solamente el hemisferio
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superior de mi superficie. Por causa de su simetr´ıa rotacional ecuatorial,
constitu´ıa e´sta una familia C∞ de superficies Eθ, dependientes del para´metro
θ que designa el a´ngulo de rotacio´n.
Resulta evidente que las l´ıneas de curvatura de Eθ definen en su segundo
retorno al c´ırculo ecuatorial una rotacio´n de a´ngulo 2θ. As´ı, para los a´ngulos
incomnensurables con respecto a 2pi, las l´ıneas de curvatura resultaban todas
densas en Eθ. Ver Fig. 7.
Hubo una reaccio´n de intere´s y simpat´ıa proveniente de numerosos par-
ticipantes del Simposio. Por mi parte, me sent´ı ampliamente recompensado
al constatar que el Elipsoide, despue´s de casi doce an˜os de compan˜´ıa, hab´ıa
respondido a la altura de las exigencias.
Debido a su extensio´n, dividimos en dos partes la redaccio´n final del tra-
bajo. La primera, estableciendo que las condiciones (1.a) a (1.d) implican
Estabilidad Estructural fue publicada en Asterisque, Vol. 98-99. La segun-
da, de Aproximacio´n, donde se demuestra que toda superficie compacta y
orientada puede ser arbitrariamente aproximada, en clase C2, por una que
verifica las cuatro condiciones ya citadas, aparecio´ en Springer Lecture Notes
in Mathematics, Vol. 1007.
9. Un precursor de la teor´ıa cualitativa de las
ecuaciones diferenciales
En el primer semestre de 1990, con ocasio´n del “l’Anne´e Spe´ciale de
Syste`mes Dynamique” patrocinado por el CNRS (Consejo Nacional de In-
vestigaciones Cient´ıficas) de Francia, dicte´ en la Universidad de Dijon un
cursillo sobre los Puntos Umb´ılicos y L´ıneas de Curvatura.
Fue as´ı como volv´ı a visitar las obligatorias vin˜as, beb´ı nuevamente el
vino de Borgon˜a y me hospede´ en el Hotel Monge. Fue all´ı donde prepare´ las
cuatro conferencias que pronuncie´ en esa oportunidad. Surgio´ entonces la
idea de escribir un libro expositorio que contase con ma´s calma y cuidado la
teoria que intentaba resumir en el cursillo.
¿Ser´ıa la influencia del viejo Monge actuando tambie´n en este caso?
En cierto modo s´ı. En esa e´poca tuve acceso al trabajo original de Monge,
titulado Sur les lignes de courbure de la surface de l’Ellipsoide, publicado en
el Journal de l’Ecole Polytechnique., II cah, 1796.
La contemplacio´n de las figuras originales de Monge, complementada por
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algunas reflexiones y lecturas adicionales, me condujeron a hacer expl´ıcita
una observacio´n sobre la historia de las ideas matema´ticas, la cual, en forma
embrionaria, ya estaba presente en mi motivacio´n inicial, al primer contacto
con el Elipsoide y la subsecuente formulacio´n del Problema Fundamental.
No hay registro bibliogra´fico de que Euler, responsable por la conceptua-
cio´n de las curvaturas y campos de l´ıneas principales, los hubiese integrado,
visualizando la Configuracio´n Principal.
Monge fue el primero en reconocer la importancia de esta estructura,
proporcionando el primer ejemplo no banal, por integracio´n global de las
ecuaciones diferenciales de las l´ıneas de curvatura (o sea, de los campos de
l´ıneas L1 y L2) en el caso del Elipsoide. Indaguemos:
¿Que´ lo habr´ıa llevado a establecer un resultado de esta naturaleza, que en
nuestros d´ıas se encuadra perfectamente dentro de la Teor´ıa Cualitativa de
las Ecuaciones Difere´nciales Ordinarias, considerando que ello ocurr´ıa casi
cien an˜os antes que Poincare´ la fundara y definiera sus objetivos?
La motivacio´n de Monge proven´ıa de una compleja interaccio´n de con-
sideraciones este´ticas y pra´cticas, y de la expl´ıcita voluntad de aplicar los
resultados de su investigacio´n matema´tica. En el tiempo de Monge era ma´s
tenue la artificial separacio´n entre matema´tica y aplicaciones. Las l´ıneas de
curvatura las descubrio´ estudiando el problema del transporte del desmon-
te en la construccio´n de los terraplenes y fortificaciones (denominado del
“deblais et remblais”). Su figura del elipsoide la propuso en el proyecto ar-
quitecto´nico de la edificacio´n de la bo´veda de la Asamblea Legislativa sobre
un terreno el´ıptico: las l´ıneas de curvatura ser´ıan las gu´ıas para la colocacio´n
de las piedras, los puntos umb´ılicos servir´ıan de puntos de soporte de los que
pender´ıan las fuentes de iluminacio´n, bajo uno de los cuales ser´ıa colocada
la tribuna de los oradores.
Por lo que me consta, este proyecto no llego´ a ser construido por el Go-
bierno de la Revolucio´n Francesa, para el que fue elaborado, ni por ningu´n
otro.
Si Poincare´, por el alcance y profundidad de su contribucio´n, es reconocido
como el fundador, a Monge le cabe el me´rito de ser precursor de la Teor´ıa
Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales y por tanto de las Foliaciones
con Singularidades en Variedades...
Cabe puntualizar, sin embargo, que la novedad de la Teor´ıa Cualitativa
de Poincare´ radica en los me´todos desarrollados para el estudio del retrato
de fase de las ecuaciones diferenciales no-integrables, las que segu´n e´l esta-
blecio´ para las ecuaciones polinomiales, constituyen el caso gene´rico. Este
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aspecto ciertamente no fue abordado por Monge.
Tuve la curiosidad de comprobar que la conexio´n, esbozada arriba, entre
los trabajos de Monge y de Poincare´ no consta en el ingente trabajo histo´rico
de Rene´ Taton17 “L’Oeuvre Scientifique de Monge”, Presses Univ. de France,
1951.
10. El libro y algunos datos actuales
En 1991, volv´ı a contar con la colaboracio´n de Gutie´rrez para escribir un
pequen˜o libro de vocacio´n dida´ctica, con ocasio´n del 18◦ Coloquio Brasilen˜o
de Matema´tica. Se titulo´ “Lines of Curvature and Umbilic Points on Sur-
faces”. Para darle ma´s divulgacio´n lo redactamos en Ingle´s, ya que conten´ıa
resultados originales, en fondo y forma, con relacio´n a los art´ıculos originales
que pretend´ıa explicar. As´ı, abordamos los resultados de Estabilidad Estruc-
tural y de Aproximacio´n contenidos en los dos primeros trabajos, incluyendo
ma´s detalles relativos a los fundamentos teo´ricos y a la motivacio´n. Los ejem-
plos de las recurrencias fueron perfeccionados y reformulados en bases ma´s
conceptuales, especialmente el de las superf´ıcies Toroidales.
Tambie´n dimos una idea de las direcciones de investigacio´n que brotaron
de los trabajos iniciales, las que focalizan un campo fe´rtil de interaccio´n entre
la Geometr´ıa y las Ecuaciones Diferenciales, que esta´ lejos de agotarse.
Un asunto importante que merecer´ıa ser incluido es la extensio´n de las
propiedades gene´ricas de las l´ıneas de curvatura en las variedades tridimen-
sionales inmersas en R4, conseguidas por Ronaldo Garc´ıa en su Tesis (IM-
PA, 1989). Ver el trabajo “Principal Curvature Lines near Partially Umbilic
Points in hypersurfaces immersed in R4”, Comp. and Appl. Math., 20, 2001.
En los u´ltimos an˜os han surgido varias l´ıneas nuevas de investigacio´n sobre
las Ecuaciones Diferenciales de la Geometria Cla´sica para superficies en R3
y R4 y sus bifurcaciones.
A partir de la pa´gina http://www.ime.usp.br/~sotp/ un enlace con-
duce a una muestra de trabajos pertientes depositados en el Mathematics
ArXiv. Entre estos, al lector investigador recomendamos Historical Com-
ments on Monge’s Ellipsoid and the Configurations of Lines of Curvature
on Surfaces Immersed in R3 y los dos problemas propuestos en su u´ltima
seccio´n.
17http://fr.wikipedia.org/wiki/Rene´ Taton
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